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Синергетика — короткое название теории сложных систем, в первую очередь — 

динамических (упорядоченных или в той или иной мере хаотичных). 
В мире есть порядок и упорядоченные структуры, есть беспорядок и случайные явления, есть 

хаос, т.е. беспорядок в абсолюте. Есть и детерминированный хаос, т.е. беспорядок, в той или иной 
мере упорядоченный, со случайными процессами, которые частично предопределены и даже 
закономерны. 

Интерес к динамическому хаосу связан с тем, что это явление встречается в нелинейных 
системах самой различной физической природы и находит много практических приложений. 
Хаотические колебания могут возникать в строго детерминированных системах, но обладают рядом 
свойств, делающих их похожими на случайные колебания. Образуя новый класс сложных, 
широкополосных сигналов, легко реализуемых в электронных схемах, они претендуют в 
радиотехнике на роль переносчиков информации для систем скрытной связи. 

В этой лекции мы на качественном уровне рассмотрим особенности детерминированного 
хаоса применительно к динамическим (диссипативным) системам. 
 
2.1 Порядок и хаос 

В природе и обществе непрерывно происходит борьба порядка и хаоса. 
Порядок — гармоничное, ожидаемое, предсказуемое состояние или расположение чего-либо. 
Упорядоченность — характеристика структуры, обозначающая степень взаимной 
согласованности её элементов. 
 В этой лекции порядок (детерминизм) будет означать возможность однозначного 
предсказания состояния системы в любой момент времени, исходя из начальных условий. 
Хаос — апериодическое детерминированное поведение динамической системы, очень 
чувствительное к начальным условиям. Бесконечно малое возмущение граничных условий для 
хаотической динамической системы приводит к конечному изменению траектории в фазовом 
пространстве 
Фазовая траектория — траектория перемещения точки, отображающей состояние 
динамической системы, в фазовом пространстве. 
 Мы будем считать, что хаос — предельный случай беспорядка. Далее хаос для нас будет 
означать полную непредсказуемость системы, нерегулярность движения, неповторяемость 
траекторий. 
 Обычно порядок — чёткая, подчиняющаяся определенному порядку смена событий в 
окружающем нас пространстве и во времени. В теории динамических систем под порядком 
понимают детеpминиpованный процесс, т.е. процесс, каждый шаг которого пpедопpеделён 
некоторыми закономерностями, которые хорошо известны, так что со 100% вероятностью можно 
предсказать эволюцию системы. 
 Хаотический процесс случаен — управлять им нельзя. Предсказать развитие такого процесса 
невозможно, можно лишь ставить вопрос о вероятности того или иного варианта его эволюции. 
Примерами хаотических процессов являются: метание шарика в рулетке, броуновское движение 
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частицы под случайными ударами «соседей», беспорядочные вихри турбулентности, образующиеся 
при течении жидкости с достаточно большой скоростью, поезда, идущие, когда хотят и куда хотят. 
 Важным видом хаоса является белый шум (шумовой хаос или дробный шум). 
Шум — беспорядочные колебания различной физической природы, отличающиеся сложностью 
временной и спектральной структуры. Может быть стационарным и нестационарным. 
Белый шум — стационарный шум, спектральные составляющие которого равномерно 
распределены по всему диапазону задействованных частот. Примером белого шума является шум 
близкого водопада. Название получил от белого света, содержащего электромагнитные волны 
частот всего видимого диапазона электромагнитного излучения. 
 Следует различать случайные и хаотические движения. Первый термин относится к 
ситуациям, когда действующие силы неизвестны или известны некоторые статистические 
характеристики параметров. Термин «хаотический» применяется в тех детерминированных задачах, 
где отсутствуют случайные или непредсказуемые силы или параметры, и траектории движений 
которых обнаруживают сильную зависимость от начальных условий. 

 
Рис. 1. а — Движение шарика после нескольких соударений с бортами бильярдного стола эллиптической 
формы. Это движение можно описать дискретным набором чисел (si, ji), называемым отображением; б — 
движение частицы в паре потенциальных ям под действием периодического возбуждения. При определённых 
условиях частица периодически перескакивает слева (L) направо (R) и обратно: LRLR... или LLRLLR... и т.д. 
При других условиях перескоки хаотичны, т.е. последовательность символов L и R неупорядочена. 
 Классическими примерами хаоса являются азартные игры. Однако азартные игры — 
недетерминированный процесс, поскольку в них много случайностей. Хотя теория хаотических 
динамических систем и использует методы теории вероятности, но не является частью 
математической статистики. Хаос — некоторый случайный процесс, наблюдаемый в динамических 
системах, не подверженных влиянию шумов или каких-либо случайных сил. 
 Оказалось, что многие вполне детерминированные системы могут обладать хаотическим 
непредсказуемым поведением. "Случайный" процесс оказывается решением одного или нескольких 
простых, дифференциальных уравнений. Отсюда возникает проблема непредсказуемости 
долговременного поведения детеpминиpованных хаотических систем и необходимости 
использования статистического описания. 
 На рис. 1 показаны два примера механических систем, динамика которых хаотична. Первый 
пример — эксперимент с шаром, который ударяется и отскакивает от сторон эллиптического 
бильярдного стола. Если соударения упругие, то энергия сохраняется, но для эллиптических столов 
шар блуждает по столу, никогда не повторяя свою траекторию. Другой эксперимент — шар в 
потенциале, состоящем из двух ям. Если стол, на котором стоит прибор не колеблется, то такой шар 

имеет два состояния равновесия. Однако, если стол 
колеблется, совершая периодическое движение 
достаточно большой амплитуды, шар начинает 
беспорядочно перепрыгивать из одной ямы в другую; 
таким образом, периодическое воздействие на оно частоте 
вызывает неупорядоченный отклик с широким спектром 
частот. Возбуждение непрерывного спектра частот, 
расположенного ниже частоты воздействия, является 
одной их особенностей хаотических колебаний (рис. 2). 
Рис. 2. Спектр мощности (преобразование Фурье) хаотического 
движения в паре потенциальных ям. 
 Другое свойство хаотических систем — потеря 
информации о начальных условиях. Пусть координата 



измерена с точностью Dх, а скорость - с точностью Dv. Разделим плоскость координата-скорость 
(фазовую плоскость) на ячейки площадью DхDv (рис. 3).Если начальные условия заданы точно, то 
система находится где-то в заштрихованной области на фазовой плоскости. Но если система 
хаотична, то эта неопределённость со временем растёт, увеличиваясь до размера N(t) ячеек (рис. 3). 
Увеличение неопределённости, описываемое законом 
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является вторым характерным свойством хаотических систем. Постоянная h связана с энтропией 
(теория информации) и показателем Ляпунова (мера скорости разбегания близких траекторий 

системы). 
Рис. 3. Иллюстрация увеличения неопределённости, или 
потери информации в динамической системе. 
Заштрихованный квадрат в момент времени t=t0 показывает 
неопределённость знания начальных условий. 
 Между крайностями: порядком и хаосом 
располагается обширная область детерминированного (в 
какой-то мере упорядоченного) хаоса. 
Детерминированный хаос относится к ограниченной 
случайности, им можно управлять и даже 
прогнозировать на короткие промежутки времени 
вперёд. 
 Напомним, что принцип детерминизма гласит: 
если мы знаем текущее состояние какой-либо системы и 
законы её эволюции, то мы можем предсказать будущее 
поведение этой системы. Пример: классическая 

ньютоновская «механическая» Вселенная, в которой положение планет походит на движение стрелок 
многострелочных часов. Здесь будущее предсказывается однозначно. Однако, в природе есть 
системы, полностью детерминистические в ньютоновском смысле, но их будущее в определённом 
интервале параметров принципиально нельзя рассчитать. Это явление известно как 
детерминированный хаос, или теория хаоса. Мы под детерминированным хаосом будем понимать 
систему, которая без шумов и случайностей ведёт себя хаотически. 
 Рассматрим ситуации, когда случайный процесс становится детеpминиpованным, а в 
детеpминиpованном процессе обнаруживаются элементы случайного, хаотического поведения. 
 Примерами подобных систем являются атмосфера, турбулентные потоки, некоторые виды 
аритмий сердца, биологические популяции, общество, как система коммуникаций и его подсистемы: 
экономические, политические и другие социальные системы, частично кристаллические полимеры и 
др. Характерный пример детерминистического хаоса — вода горных потоков. Если бросить в эту 
речку два листика, один за другим, то ниже по течению они, вероятнее всего, окажутся далеко друг 
от друга. В системе, подобной этой, небольшое различие в начальных условиях (положение 
листиков) приводит к большому расхождению на выходе. Можем мы предсказать результат 
биллиардной игры? Нет! Даже задача с бильярдным шаром, отскакивающим от бортов на 
совершенно ровном столе, растворяется в неопределенности вследствие неточностей в измерении 
угла, под которым шар приближается к борту в самом начале. 
 Поведение детерминированной системы кажется случайным, хотя оно определяется 
детерминированными законами. 
 Причиной появления хаоса является неустойчивость (чувствительность) по отношению к 
начальным условиям и параметрам: малое изменение начального условия со временем приводит к 
сколь угодно большим изменениям динамики системы (рис. 4). Так как начальное состояние 
физической системы не может быть задано абсолютно точно (например, из-за ограничений 
измерительных инструментов), то всегда необходимо рассматривать некоторую (пусть и очень 
маленькую) область начальных условий. При движении в ограниченной области пространства 
экспоненциальная расходимость с течением времени близких орбит приводит к перемешиванию 
начальных точек по всей области. После такого перемешивания бессмысленно говорить о 
координате частицы, но можно найти вероятность её нахождения в некоторой точке. 



Рис. 4. Устойчивые и неустойчивые 
системы. 

Примером неустойчивой 
динамической систем является 
двумерный газ Генриха Лоpенца 
(1902). Он состоит из кружков 
одинакового радиуса — рассеивателей, 
случайным образом разбросанных по 

плоскости, и материальной точки (частицы), которая движется с постоянной скоростью между ними, 
испытывая каждый раз зеркальное отражение при столкновении. В неустойчивости такой системы 
можно убедиться, рассмотрев две близких траектории частицы, выходящих из одной точки. Из рис. 5 
видно, что уже после двух актов рассеяния угол между траекториями, первоначально меньший 1°, 
становится больше π/2: первоначально близкие траектории очень быстро расходятся, т.е. происходит 
"забывание" частицей начальных условий. ("забывание" означает, что при малом варьировании 
начальных условий статистические свойства траекторий не меняются). При малых временах 
предсказания поведения системы еще возможны, однако, начиная с некоторого момента приходится 
использовать статистический подход. 

Рис. 5. "Потеря памяти" и расходимость близких траекторий в 
результате неустойчивости движения в двумерном газе 
Г.Лоpенца. 
 Важным обстоятельством является тот факт, что 
степень упорядоченности хаоса довольно часто можно 
рассчитать. Меру даёт геометрия фракталов. Этим мы 
займёмся в последующих лекциях данного курса. 
 

2.2 Виды сложных систем 
 Задача предсказания поведения изучаемой системы во времени и пространстве на основе 
определенных знаний о его начальном состоянии сводится к нахождению некоторого закона, 
который позволяет по имеющейся информации об объекте в начальный момент времени в некоторой 
точке пространства определить его будущее в любой следующий момент времени. В зависимости от 
степени сложности самого объекта этот закон может быть детерминированным или вероятностным, 
может описывать эволюцию объекта только во времени, только в пространстве, а может описывать 
пространственно-временную эволюцию. 
 Существуют различные типы систем. 
Консервативная система — физическая система, работа консервативных сил которой равна нулю 
и для которой имеет место закон сохранения механической энергии, т. е. сумма кинетической 
энергии и потенциальной энергии системы постоянна. Объём в фазовом пространстве постоянен. 
Примерами консервативной системы служит солнечная система и колеблющийся маятник (если 
пренебречь трением в оси подвеса и сопротивлением воздуха). 
Динамическая система — математическая абстракция, предназначенная для описания и изучения 
эволюции систем во времени. Это система, обладающая состоянием. Она описывает динамику 
некоторого процесса, а именно: процесс перехода системы из одного состояния в другое. Фазовое 
пространство системы — совокупность всех допустимых состояний динамической системы. 
Таким образом, динамическая система характеризуется своим начальным состоянием и законом, 
по которому система переходит из начального состояние в другое. Динамическая система 
характеризуется устойчивостью (способность системы сколь угодно долго оставаться около 
положения равновесия или на заданном многообразии) и грубостью (сохранение свойств при малых 
изменениях структуры динамической системы; «грубая система — это такая, качественный 
характер движений которой не меняется при достаточно малом изменении параметров. 



 Частным случаем динамической системы является диссипативная 
система — открытая динамическая система, в которой наблюдается прирост 
энтропии. 
Рис. 6. Перемешивание цветного пластилина в шарике после последовательных 
итераций отображения «Подкова Смейла», т. е., сплющивания и складывания 
пополам. 
Диссипативная система — открытая система, которая оперирует вдали 
от термодинамического равновесия. Это устойчивое состояние, 
возникающее в неравновесной среде при условии диссипации (рассеивания) 
энергии, которая поступает извне. Характеризуется спонтанным появлением 
сложной, зачастую хаотичной структуры. Отличительная особенность 
таких систем — несохранение объёма в фазовом пространстве. 
 Динамическая система — любой объект или процесс, для которого 
однозначно определено понятие состояния как совокупности некоторых 
величин в данный момент времени и задан закон, который описывает 
изменение (эволюцию) начального состояния с течением времени. Этот закон 
позволяет по начальному состоянию прогнозировать будущее состояние 
динамической системы. 
 Математический аппарат, используемый для количественного описания 
закона эволюции динамических систем, основан на использовании 
дифференциальных уравнений, дискретных отображений, теории графов, 
марковских цепей и т.д. Математическая модель динамической системы 
считается заданной, если введены параметры (координаты) системы, 
определяющие однозначно её состояние, и указан закон эволюции. 
 Таким образом, динамическая система = набор параметров + оператор 
эволюции. 
Эволюция системы может описываться и дифференциальными уравнениями и 
отображениями (уравнениями с дискретным временем). 
 Динамические системы могут описываться линейными (линейные 
системы) или нелинейными (нелинейные системы) уравнениями. Возможны 
системы с непрерывным и дискретным (каскады) временем. Важную группу 
динамических систем представляют системы, в которых возможны колебания. 
Различают линейные и нелинейные колебательные системы, сосредоточенные 
и распределенные, консервативные и диссипативные, автономные и 
неавтономные. Особый класс представляют автоколебательные системы. 
Детерминированный хаос — абстрактное математическое понятие, 
обозначающее детерминированный процесс в детерминированной нелинейной 
системе, обусловленный свойством данной системы проявлять 
неустойчивость, чувствительную зависимость динамики системы от малых 
возмущений. 
Замечание

Гамильтониан, оператор Гамильтона − оператор полной энергии, 𝐻� = 𝐸� +
𝑈� ,где 𝐸� 

. Следует различать детерминированный хаос в диссипативных 
системах (например, возбуждаемый маятник с трением) и в консервативных 
системах (например, движение планет,  подчиняющееся гамильтоновым 
уравнениям). 

− оператор кинетической энергии, 𝑈�− оператор потенциальной энергии.  
 Синонимом детерминированного хаоса является динамический хаос 
— явление в теории динамических систем, при котором поведение 
нелинейной системы выглядит случайным, несмотря на то, что оно 

определяется детерминистическими законами. Оба термина полностью равнозначны и используются 
для указания на существенное отличие хаоса как предмета научного изучения в синергетике от 
хаоса в обыденном смысле. Обратным к динамическому хаосу является динамическое равновесие и 
явления гомеостаза. 
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 Важным обстоятельством является тот факт, что в диссипативных системах хаотическая 
динамика развивается в рамках определённой структуры. Эту структуру трудно изучать обычными 
методами изучения динамики, например, откладывая зависимость отклика от времени или получая 
частотный спектр. Порядок следует искать в фазовом пространстве (по осям которого отложены 
координата и скорость). Попутно можно обнаружить, что хаотические движения обладают 
фрактальной структурой. 
 Детерминированный хаос характеризуется наличием периодического процесса, траектория 
которого воспроизводится, т.е. после повторения начального состояния вновь воспроизводится одна 
и та же траектория, независимо от её сложности. Это позволяет по параметрам одного из периодов 
повторения траектории прогнозировать будущее. Однако при этом необходимо учитывать свойства 
равновесных и неравновесных систем. Неравновесные открытые системы допускают новые 
структурные состояния. Диссипативные системы независимо от вида устойчивости вызывают 
уменьшение фазового объема во времени до нуля. Так что диссипативная система может переходить 
в упорядоченное состояние в результате неустойчивости предыдущего неупорядоченного состояния. 
Первоначально устойчивая диссипативная структура в процессе своей эволюции достигает 
критического состояния, отвечающего порогу устойчивости структуры, начинает осциллировать, а 
возникающие в ней флуктуации приводят к самоорганизации новой, более устойчивой структуры на 
данном иерархическом уровне эволюции. При этом важным является тот факт, что как и в 
биологических системах, переходы устойчивость-неустойчивость-устойчивость контролируются 
кумулятивной обратной связью. Она отличается от регулируемой извне обратной связью тем, что 
позволяет самоорганизовывать такую внутреннюю структуру, которая повышает степень ее 
организации. Таким образом, кумулятивная обратная связь за счёт накопленной внутренней энергии 
позволяет системе осуществлять не просто обратное взаимодействие, учитывающее полученную 
информацию о предыдущем критическом состоянии, но и обеспечивать сохранение или повышение 
организованности структур. 
 Примерами хаотических динамических систем могут являться подкова Смейла и 
преобразование пекаря.  
Подкова Смейла — предложенный Стивом Смейлом пример динамической системы, имеющей 
бесконечное число периодических точек (и хаотическую динамику), причём это свойство не 
разрушается при малых возмущениях системы.  

Рис. 7. Эволюция подковы Смейла. 
 Согласно алгоритму "подкова Смейла", 
единичный квадрат сжимается по одному 
направлению (по горизонтали) и растягивается по 
другому (по вертикали), причём площадь при этом 
уменьшается. Затем получившаяся полоска 
изгибается в форме подковы и вкладывается 
обратно в исходный квадрат. Эта процедура 
повторяется много раз. В пределе образуется 

множество с нулевой площадью, которое имеет в 
поперечном сечении канторову структуру — частный 
случай фрактальной геометрии (см. курс лекций И.Н. 
Бекмана "Фракталы"). Вид аттрактора Смейла мы 
рассмотрим далее в этой лекции. 
Рис. 8. Отображение подкова Смейла: вытягивание, сжатие и 
складывание после большого числа итераций отображения 
приводят к фрактальной структуре. 
Отображение пекаря — нелинейное отображение 
единичного квадрата на себя, которое демонстрирует 
хаотическое поведение. Название «отображение 
пекаря» происходит из-за его сходства с замешиванием 
теста. 
 Так как отображение состоит из растяжения вдоль 
оси x и сжатия вдоль y, то близкие траектории 
экспоненциально расходятся в горизонтальном 



направлении и сближаются в вертикальном. Из случайной символической последовательности 
строится хаотическая траектория, которая проходит сколь угодно близко к каждой точке квадрата 
(эргодичность). Под действием отображения любая выбранная область превращается в совокупность 
узких горизонтальных полос, которая через некоторое число итераций равномерно покроет 
единичный квадрат (перемешивание). Преобразование обратимо, при итерациях в обратном 
направлении любая область будет разбиваться на узкие вертикальные полоски и также перемешается 
по всему квадрату. 
 Ещё пример детерминированного хаоса — бильярд Адамара, т.е. бильярд, в котором вместо 
плоского стола используется закрученная поверхность отрицательной кривизны. Вычисление 
траектории движения шара по бильярдному столу Адамара «абсолютно непригодно», потому что 
маленькая неопределенность, непременно присутствующая в начальных условиях, приводит к 
большой неопределенности для предсказанной траектории, если мы подождем достаточно долго, что 
делает предсказание бесполезным. 

 
Рис. 9. Отображение пекаря. Преобразование состоит из однородного сжатия квадрата в 2 раза в вертикальном 
направлении и растяжения в горизонтальном. Далее правую половину следует отрезать и положить на левую. 
На рисунке показано действие двух первых итераций. 
 Системы детерминированного хаоса позволяют по другому относиться к использованию 
статистических подходов к повышению надёжности эксперимента. Согласно традиционной 
матстатистики, чем больше мы проведём параллельных экспериментов, тем надежнее будут 
установлены изучаемые зависимости. К детерминированным системам это абсолютно не применимо 
— здесь имеет место эффект принципиальной невоспроизводимости эксперимента. Мы можем 
ставить один и тот же эксперимент, точнейшим образом воспроизводить начальные условия, и 
получать повторяемые результаты, но в один прекрасный момент (предсказать его мы не можем) 
наблюдения начнут давать совершенно несхожие результаты. Это связано с явлением разбегания 
орбит, которое иллюстрируется только что рассмотренными тремя примерами. 
 
2.3 Открытие детерминированного хаоса 
 Рассмотрение детерминированного хаоса начнём с теории стохастического поведения 
динамических диссипативных систем. Нас будет интересовать случайное поведение полностью 
детерминированой системы, эволюцию которой во времени можно точно предсказать (и это 
подтверждается в широком интервале изменения параметров), но которая при некоторых значениях 
начальных условий (причём очень незначительных) начинает флуктуировать случайным образом и 
её поведение становится непредсказуемым, хаотичным. 

 Как показывает повседневный опыт, для многих физических систем малые изменения 
начальных условий приводят к малым изменениям результата. Так, например, путь автомобиля мало 
изменится, если руль лишь слегка поворачивать. Но есть ситуации, для которых справедливо 
противоположное. Сторона, на которую упадет монета, поставленная на ребро, зависит от слабого 
прикосновения. Последовательность «орлов» и «решек» при подбрасывании монеты проявляет 
нерегулярное, или хаотическое, поведение во времени, так как крайне малые изменения начальных 
условий могут привести к совершенно различным результатам. 

 Ещё сравнительно недавно полагали, что случайное поведение системы - это исключение, а 
практически все системы — детерминированы. Однако сейчас понятно, что выс ока я  
чу вс твите л ьнос ть  к  на ч а л ьным  у сл овиям ,  приводящая к хаотическому поведению во 
времени, — типич ное  с войс тво  м ногих  с ис те м .  Такое поведение, например, обнаружено в 
периодически стимулируемых клетках сердца, в электронных цепях, при возникновении 
турбулентности в жидкостях и газах, в химических реакциях, в лазерах и т. д. С точки зрения 
математики во всех нелинейных динамических системах с числом степеней свободы больше двух 
(особенно во многих биологических, метеорологических и экономических моделях) можно 



обнаружить хаос и, следовательно, на  д ос та точ но  б ол ьших  вре м е на х  их  пове д е ние  
с та новит с я  не пред с ка зу е мым .  
 Для физической системы, поведение которой по времени де те рм иниров ано  существует 
правило в виде дифференциальных уравнений, определяющее её будущее исходя из заданных 
начальных условий. Естественно предположить, что детерминированное движение достаточно 
регулярно и далеко от хаотичности, поскольку последовательные состояния непрерывно 
развиваются одно из другого. Это означает, что в классической механике все уравнения должны 
быть интегрируемы. Но уже в 1892 А. Пуанкаре знал, что в некоторых механических системах, 
эволюция которых во времени определяется уравнениями Гамильтона, возможно непредсказуемое 
хаотическое поведение. Примером является неинтегрируемая задача трёх тел, которая в 
определённых условиях приводит к полностью хаотическим траекториям. 
 Частным случаем задачи трёх тел является движение пробной частицы в гравитационном поле 
двух неподвижных точечных масс. Даже если движение происходит в одной плоскости, траектория 
частицы выглядит чрезвычайно сложной и запутанной. Она, то обвивается вокруг одной из масс, то 
неожиданно перескакивает к другой (рис. 10). Первоначально близкие траектории очень быстро 
расходятся. 

Рис. 10. Движение пробной частицы вблизи двух одинаковых масс. 
Вверху показана начальная часть траектории, а внизу ее продолжение. 
 Сейчас известно, что неинтегрируемых систем в механике 
много. 

Через 60 лет после Пуанкаре Колмогоров, 1954; Арнольд, 
1963 и Мозер, 1967 доказали, что в классической механике 
движение в фазовом пространстве не является ни полностью 
регулярным, ни полностью нерегулярным, а тип траектории 
зависит от выбора начальных условий (сейчас это утверждение 
носит название теоремы КАМ). Таким образом, устойчивое 
регулярное движение в классической механике — исключение. 
 Американский метеоролог Эдвард Лоренц (1961) при 
моделировании неравномерно прогреваемого атмосферного 

воздуха обнаружил, что даже простая система из трёх связанных нелинейных дифференциальных 
уравнений первого порядка может привести к совершенно хаотическим траекториям (это — первый 
пример дете рм иниров анного  х аос а  в диссипативных системах).  
 Э.Лоренц вычислял значения решения в течение длительного времени, а затем остановил 
счёт. Его заинтересовала некоторая особенность решения, которая возникала в середине интервала 
счёта, и поэтому он повторил вычисления с этого момента. Результаты повторного счёта, очевидно, 
совпали бы с результатами первоначального счёта, если бы начальные значения для повторного 
счёта в точности были равны полученным ранее значениям для этого момента времени. Лоренц 
слегка изменил эти значения, уменьшив число верных десятичных знаков. Ошибки, введенные таким 
образом, были крайне невелики. Вновь сосчитанное решение некоторое время хорошо 
согласовывалось со старым. Однако, по мере счёта расхождение возрастало, и новое решение вовсё 
меньше напоминало старое. То, что наблюдал Лоренц, теперь называется существенной 
зависимостью от начальных условий — основной чертой, присущей хаотической динамике. 
Существенную зависимость иногда называют эффектом бабочки. Такое название относится к 
невозможности делать долгосрочные прогнозы погоды. Сам Лоренц разъяснил это понятие в статье 
"Предсказуемость: может ли взмах крылышек бабочки в Бразилии привести к образованию торнадо в 
Техасе?". Может! 
 Далее под детерминированным хаосом мы будем подразумевать нерегулярное, или 
хаотическое, движение, порожденное нелинейными системами уравнений, для которых 
динамические законы однозначно определяют эволюцию во времени состояния системы при 
известной предыстории. 
 Детерминированный хаос = нелинейная система уравнений + неустойчивость 
 От регулярного движения детерминированный хаос отличается сложными, 
неповторяющимися траекториями и непредсказуемостью поведения системы при больших временах. 
От случайного процесса детермированный хаос отличается тем, что в нём нерегулярность 
происходит из самой системы, а не от внешнего фактора (шум, флуктуации). 



 
Рис. 11. Возникновение хаоса при больших временах. 
 Примерами нелинейных систем, в которых проявляется детерминированный хаос, являются: 
маятник с возбуждением, жидкости вблизи порога возникновения турбулентности, лазеры, приборы 
нелинейной оптики, переход Джозефсона (Эффект Джозефсона — явление протекания 
сверхпроводящего тока через тонкий слой диэлектрика, разделяющий два сверхпроводника) 
химические реакции, классические системы, включающие много тел (задача трёх тел), ускорители 
частиц, взаимодействующие нелинейные волны в плазме, биологические модели динамики 
популяций, стимулированные клетки сердца и др. 

Как известно, линейные дифференциальные или разностные уравнения могут быть решены 
преобразованием Фурье и не приводят к хаосу. А нелинейные уравнения к хаосу могут приводить, 
но важно понимать, что нелинейность — необходимое, но не достаточное условие для 
возникновения хаотического движения. 
 Наблюдаемое во времени хаотическое поведение возникает не из-за внешних источников 
шума, не из-за бесконечного числа степеней свободы и не из-за неопределенности, связанной с 
квантовой механикой (рассматриваемые системы чисто классические). Настоящая первопричина 
нерегулярности определяется свойством нелинейных систем экспоненциально быстро разводить 
первоначально близкие траектории в ограниченной области фазового пространства (например, 
трёхмерного в системе Лоренца). Невозможно предсказать длительное поведение таких систем, 
поскольку начальные условия можно задать лишь с конечной точностью, а ошибки экспоненциально 
нарастают. При решении такой нелинейной системы уравнений на компьютере, результат на всё 
более дальних временах зависит от всё большего количества цифр в (иррациональных) числах, 
представляющих начальные условия. Так как цифры в иррациональных числах распределены 
нерегулярно, траектория становится хаотической. 

Здесь возникает несколько фундаментальных вопросов: 
- Можно ли предсказать (например, по виду соответствующих дифференциальных уравнений), 
реализуется ли в системе детерминированный хаос? 
- Можно ли определить понятие хаотического движения более строго с точки зрения математики и 
разработать для него количественные характеристики? 
- Каково воздействие этих результатов на различные области физики? Означает ли существование 
детерминированного хаоса конец долговременной предсказуемости в физике для нелинейных систем 
или по хаотическому сигналу ещё можно что-то узнать? 
  
2.4 Элементы теории динамических систем 
 Перейдём теперь к изложению теоретических основ описания динамических систем. Однако, 
сначала напомним о понятиях, на которых базируется используемый в этой области математический 
аппарат. 
Фазовое пространство — пространство, на котором представлено множество всех состояний системы, 
так, что каждому возможному состоянию системы соответствует точка фазового пространства. 
 Фазовое пространство = пространство значений параметров системы. 
 Траектория = набор точек в фазовом пространстве, последовательно посещаемых системой. 
 Особенность фазового пространства заключается в том, что состояние сколь угодно сложной 
системы представляется в нём одной единственной точкой, а эволюция этой системы — 
перемещением этой точки. При рассмотрении нескольких одинаковых систем, задаётся несколько 
точек в фазовом пространстве. Совокупность таких систем называют статистическим ансамблем. По 
теореме Лиувилля, замкнутая кривая (или поверхность), состоящая из точек фазового пространства 
гамильтоновой эволюционирует так, что площадь (или объём) заключенного в ней фазового 
пространства сохраняется во времени. 



Теорема Лиувилля: функция распределения гамильтоновой системы постоянна вдоль любой траектории в 
фазовом пространстве. Теорема утверждает сохранение во времени фазового объема, или плотности 
вероятности в фазовом пространстве. 
Гамильтонова система — частный случай динамической системы, описывающей физические процессы без 
диссипации. В ней силы не зависят от скорости. 
Динамическая система — система, обладающая состоянием. Она описывает динамику процесса перехода 
системы из одного состояния в другое. Фазовое пространство системы — совокупность всех допустимых 
состояний динамической системы. Динамическая система характеризуется своим начальным состоянием и 
законом, по которому система переходит из начального состояние в другое. 
Динамическая система — система, моделью которой является система обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Устойчивая динамическая система - динамическая система, состояние которой полностью 
определяется начальными условиями и внешними воздействиями в процессе развития. 
 В к онс е рв атив ной  с ис те м е  элемент в фазовом пространстве только изменяет форму, но 
сохраняет объём (выполняется теорема Лиувилля), что предопределяет характер эволюции и тип 
хаотичности, возникающий в консервативных системах. Консервативные системы характеризуются 
неизменным во времени запасом энергии. В механике их называют гамильтоновыми. Механические 
колебательные системы в отсутствие трения относятся к консервативным системам. В 
консервативных системах хаотические орбиты стремятся однородно заполнить все части некоторого 
подпространства в фазовом пространстве, т.е. они характеризуются однородной плотностью 

вероятности в ограниченных областях фазового 
пространства. 
Рис. 12. Сохранение фазового объёма при эволюции 
гамильтоновой системы. 
 Примером простой консервативной системой с 
одной степенью свободы является маятник. Если на 
колебания маятника трение не оказывает заметного 
влияния, то гамильтониан маятника длины l и массы m 

равен сумме потенциальной Π=−mglcosϕ и кинетической K=p2/2ml2 энергий: 
H=p2/2ml2−mglcosj,                                (2) 

где j — угол отклонения от вертикали, а g — ускорение свободного падения.  
 Уравнение движения маятника имеет вид: 

0sin2
02

2

=+ jwj
dt
d ,                                       (3) 

где 
l
g

=0w  — частота колебаний.  

Рис. 13. Фазовый портрет маятника с гамильтонианом 
(2). 
 Когда полная энергия H=E маятника 
превышает наибольшее значение потенциальной 
энергии, E=Erot>mgl, импульс p всегда будет 
отличен от нуля, что приводит к неограниченному 
росту угла j. Это означает, что маятник будет 
вращаться. На фазовой плоскости (рис. 13) такое 
поведение изображается траекториями Erot, 
отвечающими движению фазовой точки слева на 
право для p>0 и справа на лево для p<0. 

Колебаниям маятника соответствует энергия E=Eosc<mgl. Если же E»Es≡mgl, то период колебаний 
стремится к бесконечности и движение происходит по сепаратрисе — линии, разделяющей два 
качественно различных типа движения: колебания (E=Eosc) и вращение (E=Erot). В окрестности точек 
с координатами (p,j)=(0,2πk), k=0,±1,±2,..., семейство фазовых кривых имеет вид эллипсов. Поэтому 
такие точки называются эллиптическими точками системы. Семейство траекторий вблизи точек 
(p,j)=(0,π+2πk), k=0,±1,±2,..., имеет вид гипербол, и такие точки называются гиперболическими. 
Эллиптические точки являются устойчивыми и соответствуют нижнему положению равновесия 
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маятника, а гиперболические точки, соответствующие верхнему положению равновесия маятника, 
являются неустойчивыми. Фазовая кривая, начавшаяся в окрестности гиперболической точки, 
удаляется от неё, в то время как траектория вблизи эллиптической точки всегда остаётся в её 
окрестности. 
Замечание.

Рис. 14. Фазовый портрет интегрируемой системы с двумя степенями 
свободы. 

 Маятник в случае малых отклонений описывается линейными уравнениями: частота колебаний не 
зависит от амплитуды. Маятник в случае больших отклонений относится к нелинейной системе: частота 
колебаний зависит от амплитуды. 

 Для систем с двумя степенями свободы фазовое пространство 
четырёхмерно. Примером является система двух гармонических 
осцилляторов единичной массы (рис. 14). В случае полностью 
интегрируемых систем с n степенями свободы фазовое пространство 
2n-мерно и в переменных действие-угол имеет структуру множества 

n-мерных торов. Любая возможная траектория располагается на одном из них. При этом некоторые 
траектории могут оказаться замкнутыми, другие же будут всюду плотно покрывать поверхность 
соответствующего тора. 
Диссипативная система - открытая динамическая система, в которой наблюдается прирост 
энтропии. 
 В дис с ипатив ной  с ис те ме  из-за диссипации энергии объём элемента фазового 
пространства сокращается с течением времени (теорема Луивилля не соблюдается). Поэтому в 
фазовом пространстве диссипативных систем появляются притягивающие множества, которые не 
существуют в консервативных системах — аттракторы (attract — притягивать). 
Аттрактор — состояние динамической системы, к которому она стремится в процессе своего движения 
(развития). В фазовом пространстве аттрактор устойчивой динамической системы изображается точкой 

(в случае апериодических процессов) или предельным 
циклом (в случае периодических процессов). 
Странный аттрактор — аттрактор, которому в 
фазовом пространстве соответствует область, 
притягивающая к себе из окрестных областей все 
фазовые траектории. Эти траектории имеют сложную 
и запутанную структуру и представляют собой 
незамкнутые кривые. 
Рис. 15. К определению консервативных (а) и 
диссипативных (б) динамических систем. 
 Для диссипативных систем характерно, что с 
течением времени облако изображающих точек 
"съёживается" и концентрируется на одном или 
нескольких аттракторах — подмножествах фазового 
пространства, обладающих обычно нулевым фазовым 
объёмом (рис. 15б). С точки зрения динамики во 

времени это означает, что режим, возникающий в системе, предоставленной себе в течение 
длительного времени, становится независящим от начального состояния. В диссипативных системах 
в фазовом пространстве есть аттракторы. 

Рис. 16. Построение отображения Пуанкаре в фазовом 
пространстве автономной гамильтоновой системы с двумя 
степенями свободы. 
 В анализе динамических систем широко 
используется отображение Пуанкаре. 
Отображение - закон, по которому каждому элементу 
некоторого заданного множества X ставится в 
соответствие вполне определенный элемент другого 
заданного множества Y. 
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Отображение Пуанкаре (отображение первого возвращения) — проекция некоторой площадки в фазовом 
пространстве на себя (или на другую площадку) вдоль траекторий (фазовых кривых) системы. 

Рис. 17. Построение отображения Пуанкаре в 
фазовом пространстве автономной гамильтоновой 
системы с двумя степенями свободы. 
 А. Пуанкаре предложил процедуру, 
которая сопоставляет динамике в рамках 
дифференциальных уравнений некоторое 
отображение. Идея состоит в следующем: в 
фазовом пространстве выбирается некоторая 
поверхность, и строится образ фазовой 
траектории, получающийся при пересечении 

ею данной поверхности. На рис. 17 показана иллюстрация этого метода – сечение Пуанкаре четырех 
оборотного предельного цикла. Можно видеть, что в таком сечении изображающая точка будет 
последовательно занимать положения, отмеченные цифрами 1, 2, 3 и 4. Таким образом, в терминах 
отображений можно сказать, что реализуется цикл периода 4. Понятно, что те или иные перестройки 
предельного цикла будут приводить и к перестройкам в сечении Пуанкаре. Последнее изучать 
гораздо проще, что и определяет важность этого метода. При анализе конкретных систем сечение 
Пуанкаре строится при помощи компьютера. 

Рис. 18. Качественно разные траектории 
отличаются сечениями Пуанкаре: а — хаотическое 
движение; б — движение к неподвижной точке; в 
— цикл;, г — цикл удвоенного периода. 
 На рис. 18 представлены четыре типа 
сечения Пункаре. Заметим, что метод сечений 
Пуанкаре является эффективным, но не всегда 
надёжным, способом исследования 
периодического движения с понижением 
порядка системы.  
 Применение сечения Пуанкаре 
проиллюстрируем на примере системы 
уравнений Хенона-Хейлиса (1964), 
описывающей движение частицы массой m=1 в 
двумерном потенциале: 
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По сути это два одинаковых гармонических осциллятора с нелинейным взаимодействием 
между ними. Если полная энергия этой механической системы 0<E<1/6, то движение финитно и 
происходит внутри треугольной области (потенциальной яме) на плоскости xy, показанной на рис. 
19а. 

При энергиях E, близких к нулю система совершает обычные гармонические колебания, 
однако если величина E не очень мала, то большая часть траекторий этой системы (с двумя 
степенями свободы) блуждает по изоэнергетической гипеpповеpхности в 4–х мерном фазовом 
пространстве (x,y,px,py) крайне неpегуляpным образом. Так, если взять только те моменты времени, 
когда траектория пересекает плоскость x=0, то значение координаты y и импульса py изображены в 
эти моменты точками на рис. 19б,в (сечение Пуанкаре). Причём для энергии E=1/10 показано 
несколько траекторий (с разными начальными условиями), а для E=1/8 всего одна — хаотическая. 



 
Рис. 19. Модель Хенона-Хейлеса: а – область фенитного движения (пунктирные линии представляют собой 
эквипотенциальные кривые U=const, 1 – U=0,01, 2 – U=0,04, 3 – U=0,125); сечение Пуанкаре (y, Py) при 
энергии частицы Е=1/10 (б) и Е=1/8 (в). 
 Динамических системы, которые описываются обыкновенными (линейными) 
дифференциальными уравнениями, имеют четыре типа решений: состояние равновесия, 
периодическое движение, квазипериодическое движение и хаотическое. Динамические системы, 
моделируемые конечным числом обыкновенных дифференциальных уравнений, называют 
сосредоточенными или точечными системами. Они описываются с помощью конечномерного 
фазового пространства и характеризуются конечным числом степеней свободы. Одна и та же система 
в различных условиях может рассматриваться либо как сосредоточенная, либо как распределенная. 
Математические модели распределенных систем – это дифференциальные уравнения в частных 
производных, интегральные уравнения или обыкновенные уравнения с запаздывающим аргументом. 
Число степеней свободы распределенной системы бесконечно, и требуется бесконечное число 
данных для определения её состояния. 

 
Рис. 20. Схема возможных преобразований сигнала в линейных и нелинейных системах. 
 В линейной системе оператор эволюции линеен, т.е. А(x+y)=Ax+Ay, A(lx)=lAx. В такой 
системе не может быть хаотических колебаний. В ней периодические внешние воздействия 
вызывают после затухания переходных процессов периодический отклик того же периода (рис. 20). 
 Как известно, существуют три классических типа движения: равновесие, периодическое 
движение (предельный цикл) и квазипериодическое движение. Эти состояния называются 
аттракторами, поскольку в присутствии какого-либо затухания переходные отклонения подавляются 
и система "притягивается" к одному из трёх перечисленных состояний. Существует, однако, класс 
движений (нелинейные колебания), который не сводится ни к одному из классических аттракторов. 
Здесь движения хаотичны в том смысле, что, если присутствует малая неопределённость начальных 
условий, то они непредсказуемы (странный аттрактор). 
 Классическим аттракторам соответствуют классические геометрические объекты в фазовом 
пространстве: равновесному состоянию – точка, периодическому движению или предельному циклу 
– замкнутая кривая, а квазипериодическому движению соответствует поверхность в трёхмерном 
фазовом пространстве. Странный аттрактор связан с геометрическим объектом – фрактальным 
множеством. В трёхмерном фазовом пространстве фрактальное множество странного аттрактора 
выглядит как набор бесконечного числа слоев или параллельных плоскостей, причём расстояние 
между некоторыми из них приближаются к бесконечно малому. 
 Примером неинтегрируемой системы может служить двойной плоский маятник с точечными 
массами m1 и m2, (рис. 5) у которого две степени свободы — углы φ1 и φ 2. Если отклонение от 
положения равновесия мало, то система совершает регулярные гармонические колебания. Однако 



при увеличении полной энергии наступает такой момент, когда колебания становятся хаотическими 
— маятники начинают прокручиваться и два близких начальных условия приводят к совершенно 
различной динамике этой нелинейной системы с двумя степенями свободы. 
Хаотическая динамическая система – динамическая система, процессы в которой описываются 
странным аттрактором. В отличие от устойчивой динамической системы определить состояние 
системы по заданным значениям времени и начальных условий невозможно. 
 Важной характерной особенностью всех систем, в которых наблюдается детеpминиpованный 
хаос, является то, что они описываются нелинейными дифференциальными уравнениями или 
системами уравнений. К таким уравнениям неприменим принцип суперпозиции, справедливый для 
линейных систем, согласно которому сумма решений есть тоже решение. Нелинейная система 
управляется нелинейным оператором: A(a1x1+a2x2)¹a1Ax1+aAx2. Примером является функция sin(x). 
Ситуация осложняется еще и тем, что у нелинейных уравнений часто не одно, а несколько решений. 
Среди них могут быть как хаотические, так и регулярные, периодические решения. Какое из них 
осуществляется на практике, зависит от начальных условий. 

 
 Рис. 21. Двойной плоский маятник и его хаотические колебания. 

Простейшим видом динамического хаоса является хаотическая динамика в нелинейных 
системах с дискретным временем (регулярная динамика рассматривается при этом как этап, 
предшествующий хаосу). Математический аппарат здесь прост, фактически он сводится к теории 
разностных уравнений. Понимание хаоса в системах с непрерывным временем сложнее, требуется 
глубокое знание теории дифференциальных уравнений. 

Важно понимать, что для возникновения хаоса в случае систем с непрерывным временем их 
размерность (порядок N нелинейного дифференциального уравнения, описывающего данную 
систему) должна быть не ниже 3-х. Такие системы (3D–динамические системы) представляются 
потоками траекторий в фазовом пространстве, размерность которого 3 (или выше, в соответствии с 
порядком дифференциального уравнения). Однако в нелинейных динамических системах с 
дискретным временем хаотические движения могут возникать уже в случае систем 1-го порядка 
(1D–дискретные динамические системы). Эти движения представляют каскады дискретных 
отображений и описываются нелинейными разностными уравнениями порядка 1 и выше. 

Отметим, что существуют четыре критерия хаотичности движения: сигнал «выглядит 
случайным»; в спектре мощности наблюдается широкополосный шум на низких частотах; 
автокорреляционная функция быстро спадает; сечение Пуанкаре состоит из точек, заполняющих 
пространство. 

Математические модели, содержащие 3 и более обыкновенных дифференциальных уравнений, 
способны демонстрировать хаотические режимы колебаний, которые на первый взгляд имеют вид 
случайных процессов. Переход в фазовое пространство позволяет получать наглядную информацию 
об особенностях сложной динамики соответствующих систем, и прежде всего о геометрии 
предельных множеств фазовых траекторий, которые соответствуют установившимся режимам. 
 Важную роль в анализе хаотических систем сыграл странный аттрактор Э. Лоренца. Лоренц 
показал, что разогрев воздуха со стороны Земли и охлаждение его с противоположной приводит к 
конвекционным потокам, которые приближенно описываются системой трёх обыкновенных 
дифференциальных уравнений первого порядка, не имеющих точного аналитического решения: 

dx/dt=s(y–x),       (4а) 
dy/dt=x(r–z) – y,      (4б) 
dz/dt=xy–bz,       (4в) 

где s=10, r=28, b=8/3. 
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 Модель Лоренса представляет собой динамическую систему в трёхмерным фазовым 
пространством. 
 Переменная Х пропорциональна скорости конвективного потока (характеризует скорость 
вращения конвекционных валов), Y и Z — отвечают за распределение температуры соответственно 
по горизонтали и вертикали. Параметр r пропорционален числу Рэлея, а s и b — некоторые 
безразмерные константы, характеризующие систему. Решение этих уравнений — функции X(t), Y(t) и 
Z(t) — определяют в параметрическом виде траекторию системы в трёхмерном "фазовом" 
пространстве X,Y,Z. Ввиду однозначности функций, стоящих в правых частях этих уравнений, 
траектория себя никогда не пересекает. 
 Лоренц исследовал вид этих траекторий при разных начальных условиях при значениях 
параметров r=28, s=10 и b=8/3. Он обнаружил что при этом траектория хаотическим образом 
блуждает из полупpостpанства x>0 в полупpостpанство x<0, формируя две почти плоских, 
перепутанных сложным образом спирали. На рис. 8 показана проекция этих спиралей на плоскость 
XZ для некоторого начального условия. Траектория сначала делает 1 оборот справа, затем 20 слева, 
затем опять 1 справа, затем 4 — слева и так далее. Похожее поведение имеет место и при других 
значениях параметров. Хаотичность решения означает, что если мы заранее выберем каким угодно 
способом цепочку переходов из одного полупpостpанства в другое, то у системы Лоренца найдётся 

решение, которое в точности эту цепочку воспроизведёт. 
Рис. 22. Траектория, отвечающая хаотическому решению 
уравнений Лоренца, с параметрами, приведенными в тексте, и 
начальными условиями X(0)=Y(0)=Z(0)=1. Один эллипс 
отражает вращение атмосферы по часовой стрелке, другой - 
против неё. 
 Причина непpедсказуемости поведения этой и 
других подобных систем заключается в не в том, что не 
верна математическая теорема о существовании и 
единственности решения при заданных начальных 
условиях, а в необычайной чувствительности решения к 
этим начальным условиям. Близкие начальные условия 
со временем приводят к совершенно различному 
конечному состоянию системы. Причём часто различие 

нарастает со временем экспоненциально, то есть чрезвычайно быстро (см. рис. 23): 
D(t) = D(0)eht,       (5) 

где инкремент неустойчивости h является функцией точки в фазовом пространстве. 
Рис. 23. Две первоначально близкие траектории в фазовом пространстве 
расходятся со временем в результате локальной неустойчивости. 
 Оказалось, что нечто похожее происходит и с системами, в 
которых наблюдается детеpминиpованный хаос: они движутся 
таким образом, что всё время находятся в неустойчивом 
состоянии. Иными словами, сколь угодно малые возмущения 
начальных условий приводят с течением времени к сильному 

отклонению траектории от своего невозмущенного положения. Если фазовое пространство системы 
является конечным, то фазовые траектории не могут разойтись из-за неустойчивости более чем на 
характерный размер области движения, и начинается их запутывание. Предсказать поведение такой 
системы тогда оказывается практически невозможным. 
 Странный аттрактор — это некоторое «сложно устроенное» множество в фазовом 
пространстве, к которому притягиваются почти все траектории из его некоторой окрестности, а на 
самом множестве движение имеет экспоненциально неустойчивый характер. Такое сочетание 
глобального сжатия с локальной неустойчивостью приводит к тому, что аттрактор уже не может 
быть гладким как, например, тор; он определенным образом расслаивается и представляет собой в 
некотором сечении канторово множество (фрактально). Странный аттрактор обладает двумя 
свойствами: траектории на странном аттракторе разбегаются друг от друга; объёмы в фазовом 
пространстве со временем сокращаются. 



 
Рис. 24. Динамика хаотической системы (Лоренц): представлены временные реализации, проекции фазовых 
траекторий, сечение Пуанкаре. 
 Странный аттрактор играет определяющую роль в решении проблемы турбулентности. 

 
Рис. 25. Двумерные проекции периодической (а,б) и хаотической (в,г) динамик 3-мерной динамической 
системы. 
 Количественными критериями хаоса являются показатель Ляпунова и фрактальная 
размерность. При этом положительный показатель Ляпунова указывает на хаотическую динамику, а 
фрактальная структура орбиты в фазовом пространстве указывает на присутствие странного 
аттрактора. Проверка с применением показателя Ляпунова может использоваться как в 
диссипативных, так и бездиссипативных (консервативных) системах, а фрактальные размерности 
имеют смысл только в диссипативных системах. 
 Среди математических характеристик самым надёжным критерием хаоса является показатель 
Ляпунова – мера устойчивости. Хаос в динамике означает чувствительность динамической эволюции 
к изменениям начальных условий. Если представить себе набор начальных условий, заполняющий в 
фазовом пространстве сферу радиуса E, то траектории хаотического движения, начинающиеся в этой 
сфере, отобразят её на эллипсоид, большая полуось которого растёт как d=E·exp(L·t), где постоянная 
L>0 – показатель Ляпунова. Для регулярных движений L<0 (движение устойчиво), в хаотических 
режимах L>0 (движение неустойчиво), а при L=0 – критическое состояние. Таким образом, знак L 
является критерием хаоса. 



 
Рис. 26. Эволюция странного аттрактора Лоренца. 
 «Беспорядочное» перепрыгивание рекурсивной функции с одной орбиты на другую 
наблюдается на аттракторе Лоренца. Здесь «хаотичность» усугубляется ещё и тем, что конфигурация 
границ аттрактора Лоренца, его тонкая структура скрыта от наших глаз, поэтому всё выглядит по 

меньшей мере «странно». Сначала вращение переднего фронта 
графического изображения функции происходит в одной 
плоскости, потом орбита этой пространственной функции 
неожиданно перепрыгивает в другую плоскость, сделав несколько 
оборотов, траектория снова переходит на первоначальную 
плоскость, и эти непрекращающиеся скачки воспринимаются как 
абсолютно случайные, но по своей сути они таковыми не являются. 
Рис. 27. Показатель Ляпунова, как мера устойчивости. 
 На примере отображения "подкова", мы видели, что в 
системах с хаотической динамикой области фазового пространства 
вытягиваются, сжимаются, складываются и отображаются обратно 

на исходную область. При этом отображении в фазовом пространстве остаются лакуны: орбиты 
стремятся заполнить менее чем целое подпространство фазового пространства. Фрактальная 
размерность – мера степени заполнения орбитой определённого подпространства, и нецелая 
размерность - визитная карточка странного аттрактора. 
Фрактал – нерегулярная самоподобная структура. Это структура, обладающая свойствами изломанности 
и самоподобия. Фракталы — объекты, проявляющие по мере увеличения все большее число деталей. 
Основные свойства фракталов: самоподобие и дробная фрактальная размерность 
Замечание

 Аттрактор, как и фрактал, обладает дробной размерностью. Поскольку объём фазового 
пространства сокращается, то размерность аттрактора d<3. С другой стороны, траектории 
расходятся, но в каждой точке должно существовать единственное решение и траектории не могут 
пересекаться. На плоскости соблюдение этого условия не выполнить, значит d>2, т.е. 2<d<3. 

. Если фракталы рассматривать не в статике, а в динамике (в эволюции во времени), то 
динамическим аналогом фрактала будет хаос (конкретный фрактал – мгновенный снимок хаотического 
процесса). Хаос описывает состояние крайней непредсказуемости, возникающей в динамической системе, в то 
время как фрактальность описывает крайнюю иррегулярность или изрезанность, присущую геометрической 
конфигурации. 

 Все свойства странного аттрактора связаны с чувствительной зависимостью от начальных 
условий (любые две первоначально близкие траектории на аттракторе в конце концов расходятся, 
причём расхождение траекторий (усредненное по коротким интервалам времени) возрастает со 
временем экспоненциально). Для него характерно обращение в нуль автокорреляционной функции, 
широкополосный спектр Фурье и внутренняя непредсказуемость системы. Малейшая ошибка или 
неточность в задании начального условия не позволяет определить, по какой траектории пойдет 
эволюция системы, и вынуждает ограничиться статистическим предсказанием долговременного её 



будущего. Отсюда следует нетривиальный вывод о непредсказуемости поведения некоторых 
детерминированных потоков всего лишь с тремя степенями свободы! 

Аттракторы в виде состояний равновесия, предельных циклов или l-мерных торов называют 
простыми или регулярными, подчеркивая тем самым, что движения на них отвечают сложившимся 
представлениям об устойчивом по Ляпунову детерминированном поведении динамической системы. 
Со странным (хаотическом) аттрактором связывается реализация нерегулярного (в смысле 
отсутствия периодичности) колебательного режима, который похож на стационарные случайные 
процессы. Термин случайный имеет вполне определенный смысл. Случайное движение 
непредсказуемо либо предсказуемо с определенной вероятностью. Траектории случайного движения 
нельзя многократно и однозначно воспроизвести ни в численном, ни в физическом эксперименте. 
Примером служит движение броуновской частицы. В случае странного аттрактора имеется строгая 
предсказуемость в смысле детерминированности закона эволюции. Решение уравнений (как и для 
регулярных аттракторов) подчиняется теореме единственности и однозначно воспроизводится при 
фиксированных начальных условиях. Поэтому для обозначения сложных "шумоподобных" 
автоколебаний, математическим образом которых служит странный аттрактор, используются 
термины типа динамическая стохастичность, детерминированный хаос и т.п. Важно отличать эти 
процессы от стохастических в классическом смысле, которые при описании требуют учёта 
флуктуаций в исходных динамических уравнениях либо непосредственно подчиняются уравнениям 
для плотности распределения вероятностей статистической теории. 
 Известно большое число аттракторов различного типа. Например, на базе нелинейной 
динамики типа подкова Смейла строится аттрактор Смейла – Вильямса путём отображения 
трехмерного пространства в себя: область в форме тора растягивают в длину, складывают вдвое и 
вкладывают исходный тор (рис. 28). При каждой следующей итерации количество «витков» 
удваивается. Поперечная структура соленоида Смейла – Вильямса имеет вид канторова множества 

(фрактальна). 
Рис. 28. Построения аттрактора соленоида 

Смейла – Вильямса. 
 Коротко остановимся теперь ещё на 
одном свойстве нелинейных систем – 
перемежаемости. 
 Под перемежаемостью понимают 
прерванное равновесие в нелинейных 
системах. Как известно, у системы есть два 

абсолютно разных режима функционирования: 
– система может долго находится в состоянии близком к покою, когда уровень активности близок к 
нулю или в состоянии небольших колебаний вблизи точки равновесия; 
– относительный покой неожиданно и непредсказуемо сменяется вспышками высокой активности, 
которые могут также неожиданно затухать. 
 Важно то, что эти вспышки активности генерируются самой системой, они практически никак 
не зависят от внешних воздействий. При этом длительность интервалов между вспышками, 

длительность самих вспышек, их амплитуда и т.п. 
совершенно случайны и не подчиняются никаким 
закономерностям. 
Рис. 29. Перемежаемость в последовательности сигналов. 
 Прерванное равновесие характерно для многих 
областей, таких как биологическая эволюция, социальные и 
рыночные процессы, гидродинамика, сейсмология и т.п. 
Некоторые кажущиеся необъяснимыми нарушения режимов 
работы и даже аварии крупного химического, 
энергетического оборудования, компьютерных 
информационных сетей, резкие изменения моды и т.п. 
объясняются именно этим эффектом. 



 Переход от периодических колебаний к хаосу может происходить скачком, в результате одной 
единственной бифуркации. Такой механизм возникновения хаоса называют “жёстким”. Он 

сопровождается явлением перемежаемости. 
Перемежаемостью называют режим 
чередования во времени почти регулярных 
колебаний (ламинарная фаза) с интервалами 
хаотического поведения (турбулентная фаза), 
наблюдающийся сразу за порогом 
возникновения хаоса.  
Рис. 30. Пример перемежаемости. 
 

2.5 Примеры динамических систем с 
детерминированным хаосом 

В качестве примера нелинейной системы рассмотрим периодически возбуждаемый маятник, т.е. 
колеблющийся маятник, на который время от времени воздействует внешняя сила. Уравнение его 
движения  

tFg
dt
d

dt
d wjjgj cossin2

2

=++
     (6) 

где g  — постоянная затухания, g  — ускорение свободного падения, w — частота возбуждающей 
силы; масса принята за единицу. Это уравнение численно интегрировалось для различных значений 
параметров (g ,  g ,  F ,  w ). В Табл. 1 показано, что зависимость угла j от времени «выглядит 
хаотической», если амплитуда вынуждающей силы превосходит некоторую пороговую величину F c .  
То, что сигнал выглядит случайным, является возможным, но не очень точным критерием 
хаотичности. 
 Чтобы отличить от хаоса многопериодическое движение (которое, как и хаос, может 
выглядеть сложным), часто прибегают к фурье-преобразованию сигнала х(t): 
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 Для многопериодического движения спектр мощности  
P(w)=|x(w)|2        (8) 

состоит только из дискретных линий на определенных частотах, тогда как хаотическое движение, 
которое совершенно апериодично, представляется сплошной широкой полосой на низких частотах. 
Такой переход от периодического движения к хаосу представлен во второй строке Табл. 1, где 
показан спектр мощности х-компоненты скорости жидкости в эксперименте Бенара. 
Замечание.

 

 Хаос характеризуется быстрым спадом автокорреляционной функции при больших временах, а его 
спектральные функции подобны шумовым. 

Рис. 31. Характеристики хаоса: а – автокорреляционная функция, б – спектр Фурье. 



 
Рис. 32. Неустойчивость Бенара. 

Другим примером возникновения детерминированного хаоса является возникновение ячеек 
Бенара. В этом эксперименте слой жидкости (с положительным коэффициентом объемного 
расширения) подогревается снизу в поле тяготения, как показано на рис. 32. Нагретая жидкость 
вблизи дна «стремится» подняться, а холодная вблизи крышки — опуститься, но этим движениям 
противодействуют вязкие силы. При малых разностях температур DT  преобладает вязкость, 
жидкость покоится и тепло переносится постоянной теплопроводностью. Это состояние становится 
неустойчивым при критическом значении R a  числа Рэлея R (пропорционального DТ, и появляются 
стационарные конвективные валы. С дальнейшим ростом R после второго порога R c  наблюдается 
переход к хаотическому движению. В Табл.1 приведены спектры мощности х-компоненты скорости, 
измеренной по эффекту Доплера при рассеянии света. 

Для теоретического описания эксперимента Бенара Э.Лоренц упростил сложные 
дифференциальные уравнения, описывающие эту систему, и получил дифференциальные уравнения 
так называемой модели Лоренца. Численный анализ этой простой системы нелинейных 
дифференциальных уравнений показывает, что её переменные могут проявлять хаотическое 
поведение при превышении порога rc.  
Замечание

 

. Уравнения Лоренца описывают эксперимент Бенара только непосредственно вблизи перехода от 
теплопереноса к конвективным валам, так как пространственные фурье-коэффициенты, оставленные 
Лоренцем в системе уравнений, описывают только простые валы. Хаос, обнаруженный Лоренцем, отличается 
от хаоса, наблюдаемого по экспериментальному спектру мощности (Табл. 1). Для описания экспериментально 
наблюдаемого хаоса необходимо сохранить гораздо больше пространственных фурье-компонент. 

Табл. 1. Обнаружение хаоса в простых системах. 



 
Рис. 33. Динамика эволюции популяции по Ферхюльсту. 

 Ещё один пример возникновения хаоса — динамика популяции в замкнутой среде 
(Ферхюльст, 1845). Относительная (нормированная) численность особей х n + 1  в п+1-й год 
пропорциональна численности в предыдущий год, а также свободной части жизненного 
пространства, которая пропорциональна (1 - х n ) :  

х n + 1 =r х п (1 - х n )  — д ис кре тный  а на л ог  у ра вне ния  Фе рхюл ьс та  д л я  прирос та  
попу л яции .  

Здесь r - положительный параметр, характеризующий скорость размножения (роста) популяции 
(зависит от плодовитости, реальной площади для жизни и т. д.). 
Замечание

xn+1=fr(xn)=rxn(1-xn)      (9) 

. Уравнение для динамики популяции подходит и для решения задачи о банковских сбережениях 
при стабилизирующемся росте процента. Пусть денежный вклад z 0  растёт в соответствии с процентом e 
следующим образом: zn+1=(1+e)zn=...=(1+e)n+1z0.  Желая воспрепятствовать беспредельному обогащению, 
какой-нибудь политик мог бы предложить, чтобы процент уменьшался пропорционально zn,  т. е. e®e0(1-
zn/zmax). Тогда счёт в банке изменялся бы в соответствии с законом zn=[1+e0(1-zn/zmax)]zn, который превращается 
в уравнение (логистическое отображение, которое например, описывает и поведение быстро успокающегося 
ротатора, на который действуют толчки). 

при xn=zne0/zmax(1+e0) и r=zmax(1+e0)2/e0. 
 Казалось бы, можно ожидать, что благодаря механизму обратной связи, интересующие нас 
величины (численность популяции или величина банковского счета) будут стремиться к некоторым 
средним значениям. Однако, итерации х1, х 2 ,  . . .  отображения (9) при варьировании внешнего 
параметра r демонстрируют довольно сложное поведение, которое становится хаотическим при 
больших r (рис. 19). Свойства фейгенбаумовского перехода мы рассмотрим в отдельной лекции. 
 Переход к хаосу возможен через перемежаемость (Помо-Маневиль, 1980) и через 
квазипериодические режимы (Рюэль-Такес, 1979, достаточно трёх бифуркаций). 

Под перемежаемостью понимают такой вид сигнала, в котором случайным образом чередуются 
длинные регулярные (ламинарные) фазы (так называемые окна) и относительно короткие 
нерегулярные всплески. Известно, что число хаотических всплесков нарастает при увеличении 
внешнего параметра, а это означает, что перемежаемость представляет собой непрерывный переход 
от регулярного движения к хаотическому. Перемежаемость позволяет дать универсальное 
объяснение происхождения фликкер-шума в нелинейных системах. 



 
Рис. 34. Развитие во времени одной из составляющих в модели Лоренца. 
При численном решении дифференциальные уравнения модели Лоренца (4) для Y-компоненты 

обнаруживается поведение, показанное на рис. 40. При r<rc реализация Y(t) представляет собой 
устойчивое периодическое движение. При превышении порога rc колебания прерываются 
хаотическими всплесками, которые с ростом r становятся все более частыми, пока движение 
полностью не хаотизируется. Это связано с тем, что устойчивым колебаниям при r<rc соответствует 
устойчивая неподвижная точка на отображении Пуанкаре. При r>rc эта точка становится 
неустойчивой. Так как это может произойти лишь тремя путями, то различают три рода 
перемежаемости. 
 Пример перемежаемости 1-го рода — уже упоминавшееся ранее логистическое уравнение:  

xn+1=fr(xn)=rxn(1-xn).      (10) 

 Численный счёт показывает, что при 81+=cr  это отображение порождает цикл периода три 
с последующими бифуркациями, т. е. в хаотическом режиме существует окно (рис. 35). 
Последовательные итерации при значениях r, больших и меньших rc,  представлены на рис. 35. При 
r, несколько большем rc, существует регулярный цикл периода 3, а ниже ламинарные области 
прерываются хаосом. 

 
Рис. 35. Переход к хаосу через бифуркации: а — удвоение периода ((Lкр-Ln)=const·δ-n, константа Фейгенбаума 

δ=4,6692...; б — "Окно" периода 3 в области хаотического режима. 
Рис. 36. Последовательность итераций логистического отображения, 
начинающаяся с х=0,7; а - в области устойчивого цикла периода 3 при rc-
r=-0,02; б - в области перемежаемости при rc-r=0,002. 
Бифуркация - раздвоение, разделение, разветвление чего-либо. Состояние 
процесса в динамической системе, при котором резко возрастают 
флюктуации и выход из которого возможен по двум существенно 
различным трудно предсказуемым направлениям — хаотическому или 
упорядоченному. 
 Бифуркация — качественная перестройка картины движения. 
Значения управляющего параметра, при котором происходят 
бифуркации, называются критическими или бифуркационными 
значениями. 
 Возможен сценарий перехода к хаосу путём удвоения 
периода (М. Фейгенбаум, 1978). Если логистическое отображение 
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имеет вид параболы с квадратичным экстремумом f(xn)=4axn(1-xn), то решение с периодом Т теряет 
устойчивость, устойчивым становится решение с периодом 2Т, затем 4Т и т.д. Интервал и изменения 
параметра, отвечающий устойчивому решению, быстро сужается, значения параметра, отвечающие 
бифуркациям, сгущаются к некоторой величине. Как только параметр становится больше этой 
величины, возникает огромное количество неустойчивых циклов и затем странный аттрактор. Это — 
структура, обладающая свойствами изломанности и самоподобия. Открытие явления самоподобия 
(скейлинга) при бифуркациях удвоения периода явилось фактом большого теоретического значения. 
Оно позволяет развить аналитическую теорию для отыскания всех бифуркационных значений aN 

по 
одному лишь первому значению a1, вычислить которое не представляет труда. Области хаоса имеют 
весьма сложную картину области хаоса и обнаруживает ряд неожиданных явлений. В первую 
очередь это касается появления узких областей регулярных движений в зоне хаоса при а>a∞. В 
каждой из таких областей (их называют окнами прозрачности или окнами Шарковского) существуют 
циклы разных периодов, наиболее широкое окно соответствует циклу с периодом 3. 
 Роль удвоения периода можно проиллюстрировать на простом примере. Рассмотрим 
последовательность x0, x1, x2, …, получаемую по правилу: xn+1=A-xn

2, где A – постоянное число 
(параметр). При A<0,75 она сходится к неподвижной точке; в интервале от 0,75 до 1,25 – к циклу 
периода 2; от 1,25 до 1,368 – к циклу периода 4, затем имеются уменьшающиеся интервалы, где 
возникают циклы периода 8, 16, 32,… При переходе через A=1,401155189… возникает сложная 
динамика: существует множество значений параметра, для которых реализуется хаос и множество, 
для которого имеет место периодическое поведение (рис. 37). Аналогичный сценарий перехода к 

хаосу наблюдается в системах разной физической 
природы (нелинейный маятник с затуханием под 
периодическим воздействием, конвекция в слое жидкости 
и др.) 
Рис. 37. Хаос, возникающий при удвоении периода. 
Дерево Фейгенбаума связано с фракталом Мандельброта 
(см. лекции Бекмана "Фракталы"). Формула множества 
Мандельброта в комплексной плоскости имеет вид 
z=z2+x, а самая простая из формул для построения дерева 
Фейгенбаума x2-r. Однако фейгенбаумово дерево растёт в 
другую сторону. Если изменить формулу Фейгенбаума на 
x2+r, то сходство будет очевидным. Если множество 
Мандельброта направить вдоль горизонтальной оси, т.к. 
это единственная позиция в которой комплексная часть 

числа Мандельброта равна нулю, то окажется, что основное тело 
фигуры Мандельброта находится там, где функция в дереве 
Фейгенбаума принимает лишь одно значение. Когда происходит 
первое разделение линии (бифуркация) появляется новое тело на 
фигуре Мандельброта и т.д. Интересно, что когда в дереве 
открывается главное окно, на фигуре Мандельброта появляется 
дочернее тело. 
Рис. 38. Дерево Фейгенбаума и фрактал Мандельброта. 
 Исследование эволюции динамических систем – практически 
важная задача. Например, при обтекании упругой пластины 
сверхзвуковым потоком воздуха возможно возбуждение колебаний 
этой пластины (в том числе и хаотических) и последующее ее 
механическое разрушение. Этот эффект известен под названием 
флаттер пластины. Он был причиной крупных авиакатастроф в 
эпоху развития сверхзвуковой авиации. Такие колебания 
наблюдались также во внешних оболочках ракет "Сатурн", 
доставивших человека на Луну в начале семидесятых. 
 Хаотические колебания возможны и в других механических и 
магнитомеханических устройствах, например, в устройствах на 

магнитной подушке, которые появляются при увеличении скорости движения. Хаотические 



обращения магнитного поля Земли с интервалом в сто тысяч лет заставили заняться изучением так 
называемого магнитного динамо — проводящего диска, вращающегося в магнитном поле, где такой 
эффект был действительно обнаружен. Нелинейные колебания в сердечной мышце ответственны за 
сокращения сердца и поддержания жизни организма. Однако в отсутствие управляющих сигналов со 
столоны головного мозга они могут перейти в хаотический режим и привести к смерти. 
Экономические потрясения (кризисы) нашего столетия вынуждают задумываться о возможности их 
прогнозирования. Атмосферные катаклизмы, такие, как, например, торнадо (мощные атмосферные 
вихри), иногда способны разрушить целые деревни и города и унести десятки и сотни человеческих 
жизней. Как и где они зарождаются? Нельзя ли их предотвратить или предсказать их появление? 
Наконец, неразгаданная пока тайна нашей памяти, проблема поиска информации в ней и т.д. и т.п. 
 Понимание природы детеpминиpованных хаотических процессов необходимо прежде всего 
для того, чтобы ими управлять или предсказывать (с какой-то вероятностью) их эволюцию. В 
последнее время выяснилось, что наложение слабой обкатной связи на систему может привести к 
трансформации хаотического сигнала в регулярный во времени. Оказалось, что управлять 
хаотическими системами в этом смысле даже проще, чем детеpминиpованными. Это расширяет 
возможности строительной механики, авиации, практической твердотельной электроники, лазерной 
техники. Это также очень важно в биологии, потому что в режиме управляемого хаоса работает, 
например, наше сердце. Возможно, на этом пути лежит и решение проблемы управляемого 
термоядерного синтеза, т.е. неустойчивости в плазме — тоже источник хаотического, 
непредсказуемого еёе поведения. 
 Детеpминиpованные хаотические сигналы могут быть и полезны, например, при кодировании 
и раскодировании секретной информации. Наконец, изучение всех этих проблем, очень непростых с 
математической точки зрения, привело к появлению новых идей в физике, нового языка хаотической 
динамики — фрактальной геометрии, странных аттракторов и многого другого, что составляет 
содержание современной науки о детеpминиpованном хаосе. 
 Нейросетевая система обнаружения эпилептической активности предназначена для анализа 
сигналов электроэнцефалограммы (ЭЭГ) и получения дополнительной информации о сигналах, 
позволяющей выполнять более точную постановку диагноза. Основная функция модуля – это 
выявление в сигналах ЭЭГ эпилептической активности. Для реализации этой функции используются 
специально разработанные алгоритмы на базе теории нейронных сетей и теории хаоса. Применение 
таких алгоритмов для анализа ЭЭГ данных позволило разработать целую систему по эффективному 
обнаружению эпилептической активности различной формы и длительности без специального 
предварительного обучения данной системы. 
 Детерминированный хаос имеет место в экономике (рынки ценных бумаг, управление 
компаниями и т.п.), в экологии (рост и развитие популяций, распространение эпидемий, в химии 
(автоволновые процессы в каталитически активных средах) и физике (турбулентность). 
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